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Estudi numéric dels Shock filters
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Assignatura de Calcul Numeéric de 4t de la Llicenciatura de Matematiques

Abstract—Un dels objectius de I'informatica és proporcionar-
nos eines per a simplificar la nostra vida quotidiana. Un dels
problemes que ha de resoldre és el tractament d’imatges: Per
exemple, un fons que, amb el pas del temps, s’han deteriorat i
volem recuperar part de I’informacié, o que les nostres cameres
digitals arreglin els desperfectes que es produeixen a la fotografia
per la nostra inexperiéncia en el maneig d’aquesta eina. Aquests
son alguns del usos que I’informatica resol i que a les seves
solucions es troben unes eines matematiques consolidades.

Index Terms—Shock filters, equacions en derivades parcials,
calcul numeéric, aproximacié numérica, tractament d’imatges,
enfocament.

I. INTRODUCCIO

A passada década ha hagut un gran augment de
Ll’ulililzacié d’equacions en derivades parcials dins el
camp de la visié per ordinador i el processament d’imatges.
S’han desenvolupat aplicacions, amb una rigorosa teoria al
darrera, que tenen objectius com la millora d’imatges i elim-
inacié del soroll, segmentacié, seguiment d’objectes i molt
més. Es pot veure més sobre aquestes aplicacions a [2]. A [1]
Osher i Rudin proposen una equacié hiperbolica, anomenada
shock filter que pot servir com un algorisme estable per
a I’enfocament d’imatges aproximant deconvolucions, una
convolucidé ¢és una generalitzacio de fer una mitja ponderada.
En el cas d’imatges sol referir-se a que I'imatge s’ha difuminat.
Una deconvolucio és el procés invers que, matematicament, és
un problema mal posat. Vegem en el cas unidimensional un
exemple. En la figura 1 veim la funcio signe i el resultat de
la convolucié amb un nucli de Gauss. L’ objectiu dels Shock
Filters ¢s partint de la convolucié recuperar la funcié inicial.
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Fig. 1. Aquesta grifica representa una convolucié, el que volem trobar és

el métode que ens retorna la funcié original.
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II. PLANTEJAMENT DEL PROBLEMA

La formulacié de I'equacié diferencial del shock filter,
proposada per Osher i Rudin, és:

Uy = _ll"-t'.-r:lF("‘-t':r.-r:)!

on F' satisfa F'(0) =0, I'(s) - sign(s) > 0. A més, la solucié
del problema que cercam tendra com a condicions inicials
u(z,0) = wup(z) i condicions de frontera de Neumann'. Si
definim F'(s) sign(s) ens queda I'equacié classica del
shock filter

x € (a,b),t >0, (1)

up = —|ug|sign(iug ). (1))

En el cas bidimensional I'equacié del shock filter es sol
generalitzar amb

uy = —sign(LAu)|Vul|,z € Q,1 >0, 3)

on Vu és el gradient® de v i Aw el Laplacia® de w.
Algunes propietats generals del shock filter sén

« En els punts d’inflexié* el valor de la funcié no canvia.

« Els extrems locals no varien al llarg del temps ni se’n
creen de nous.

« Lasoluci6 estacionaria és constant a trossos, amb discon-
tinuitats als punts d’inflexié de wug.

+ El procés aproxima la deconvolucid.

I1I. CAS UNIDIMENSIONAL

En el cas unidimensional el nostre objectiu és trobar una
funcié (a,b) x (0,400} — R solucié de I'equacio
diferencial (2) amb condicions inicials «(z,0) up(x) 1
satisfent les condicions de frontera Neumann.

El valor de w(2, T") ens proporcionara I’evolucié en I’ instant
T de la condicié inicial wo(x).

A. Esquema numeéric

El metode numeéric que hem fet servir per resoldre aquesta
equacié diferencial és un metode que ens permet obtenir una
aproximacié del valor de la funcié en uns punts triats.

Volem obtenir la solucié en un interval [a, b], definim h =
bn(_.,“' on M sera el nombre de passes desitjades i z,,, = a+m-h
(m =0,..., M) serd la m-tssima passa. Per altra banda, per
a la variable temporal escollim uns valors 7" i N, on T sera

L g: = 0 on n és la direccié perpendicular a la frontera
2El vector (g, 1)

Suge + gy

4La segona derivada és zero
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el temps final que volem calcular i N el nombre d’iteracions
que volem fer, i definim k = &, t, =n-k(n=0,...,N)°.
Denotarem per () I"aproximacio de la funci6 « en el punt
(:ET(J.) '.:‘n.)-
Amb la notacié anterior, I’esquema numeric pel cas unidi-
mensional és:
uP T = u® — k| (ug)? | F ((vez)),

T T m

on aproximam la primera derivada per

n

n n n
. u —u u —u
(ug ) = minmod ( o _med o lh m) . @

h
I.a funciéo minmod es defineix com

minmod(x,y) sign(z) l) sign(y) min{|z|, |y|}.

Amb la funcié minmed obtenim una bona aproximacié de la
derivada w, en el punt que desitjam:

« Si la derivada té signes diferents en les dues direccions,
a prop tenim un minim/maxim i per tant aproximam la
derivada per 0.

« En altre cas, es queda amb la derivada més petita.

Aproximam la segona derivada de » amb I’esquema classic
de tres punts.

n n T
T “’m.-f— 1 | U1 — J?_Lm 5
(u.-r:.-r: )m_ h2 . &)

En ambdues aproximacions podriem tenir problemes en el
cas m 0@Gm M) ja que en les férmules hauriem
de congixer u™, (0 uf,, ) que no hem definit. Emprant la
condicié de frontera

du

a(.r) 0 x € da, b|

que es tradueix per
uz(z) =0 r=ao0b

i aproximant aquesta derivada amb un esquema de
diferéncies centrades © obtenim que

n
i

uly = uy Uhpy1 = Uhgg

B. Algorisme

L’algorisme per a la resolucié numerica amb aquest es-
quema es pot resumir en

1) u?n = ug(xm)

2y n=20

3) ulft =l + | (ua)l |[F((uge)l ) fent Gs de les apro-
ximacions esmentades.

4) Incrementar n, si hem arribat a » = N param. Si no,

tornar a la passa 2.
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Fig. 2. Shock filter de la convolucié de u(x) = sign(x) (h =0.011i k =
0.005 amb 20 iteracions)

C. Exemples

Vegem primer de tot que passa si a la funcié que era la
convolucié de wu(z) = sign(z — 0.5) (Fig 1) li aplicam el
shock filter (Fig 2)

Per tant en un principi, segons podem observar a Fig 2, el
shock filter és una deconvolucid.

Vegem ara un altre exemple d’aplicar 1’algorisme a la funcio
ug(x) = x - cosz.
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Fig. 3. Shock filter amb ug(x) = 2 cos(x), amb 100 i 2000 iteracions (h
=0.1, k=001

Observem a Fig. 3 que als extrems relatius i als punts
d’inflexié el valor de la funcié no varia. També es pot apreciar
que el metode esglaona la funcié conservant aquests punts
conflictius (extrems relatius i punts d’inflexio).

Fins ara no hem imposat cap condicié als valors de h i k,
perd és necessari que complesqui una certa condicio coneguda
com condicid CFL. Podem observar a Fig. 4 que si agafam uns
valors no apropiats, ¢l métode pot produir errors no desitjats.
Aquesta condicié CFL determina I’estabilitat del metode, que
com es pot veure a [1], el metode sera estable si % <1/2

SEn aquest cas hem fet la partici6 de I'interval [0, T
. )

n a1
u Ymtl " Mm—1
mo h
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Fig. 4. Shock filter amb uo(x) = x cos(x), amb 200 iteracions (h = 0.1, k
=02)

IV. CAS BIDIMENSIONAL

A continuacié farem un petit estudi de I’equacio del Shock
Filter en el cas bidimensional. Sigui Q@ C R? obert, volem
trobar una funcié « : Q x (0, +00) — R solucié de I'equacio
diferencial

up = —|Vu|F(Au), z et >0,

amb condicions inicials u(z,y,0) = ug(x,y) i les condi-
cions de frontera Neumann 7.

Aquesta equacié diferencial manté les propietats men-
cionades pel cas general ja que les relacions necessaries entre
|tz] i @y €s mantenen per |Vu| i Aw 2 10,

El valor de w(x,y,7) ens proporcionara 1’evolucié en
I'instant T" de la funcio up(z, y).

A. Esquema

Tal com hem fet en el cas unidimensional, farem una
particié del nostre domini €2, que considerarem rectangle. En
el nostre cas volem aplicar el metode sobre una imatge, per
tant la discretitzacié de la funcié ja ve donada pels pixels
de I'imatge. Només ens queda escollir el temps final, 7', i el
nombre d’iteracions, N, que volem calcular.

En aquest cas denotam per u;'; el nivell de gris del pixel
(i,7) en el temps t, =n - % (n=0,..., N).

Amb aquesta notacié el nostre esquema ¢€s:

[ (Vu)?

m

L+l
%

n

=y —

|F((Aw)).

Recordam que

Vu| = y/ul +u? A= Ugy + Uyy,
z T Uy zax T Uyy,

on, per aproximar aquests valors, farem ds de les mateixes
férmules (4) 1 (5) utilitzades en el cas unidimensional, per
AProxXimar g, Uy, Ugy 1 Uyy.

794 (2, y) = 0, (x,y) € 9
8En tot minim/méaxim, |Vu| = 0
9En tot minim, Awu > 0

0B tot maxim, Aw < 0

ENGINY N°3,2011.ISSN:1889-4771

Fig. 5. D’esquerra a dreta: Imatge original, 7' = 0.21i N =4, T = 1.8 i
N =36

Fig. 6. A dall tenim la imatge original. A 1’esquerra la imatge processada
amb 4 iteracions fins a arribar al tempts T" = 0.2. A la dreta després de 36
iteracions per a arribar al temps 7" = 1.8,

B. Exemples

Vegem com es comporta aquest mé&tode sobre imatges.
Primer ho farem sobre una imatge artificial per a veure el
seu comportament basic. Totes les proves s’han fet amb un
increment » = 0.1 per a la variable espacial (tant en la
component X com en la ¥). Recordem que és necessari que
els valors de f i k satisfacin la condicié CFL que, en el cas
bidimensional, ¢s % < 1/4, ja que F(z) = sign(z) [1]

A Fig. 5 podem observar el mateix efecte que es produeix
a la Fig. 3 per0 sobre una imatge. El métode esglaona aquesta
imatge borrosa fins que recuperam, bantant bé, uns rectangles
ben definits.

Anem a veure com funciona el métode sobre imatges reals.
Primer hem fet ds d’aquest métode per a veure com es
comporta sobre el reflexe en aigua (Fig. 6)

Vegem ara que passa si aplicam el meétode a una imatge
classica dins el tractament d’imatges després d’haver-la de-
senfocat (Fig 7). Notem que hem aconseguir part del nostre
objectiu, les vores de la imatge es veuen més nitides. Perd, hem
pagat un preu per aquesta nitidesa, i és que les vores comencen
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a pixelar-se molt. En I’exemple on la imatge original és molt
més borrosa, encara que el métode aconsegueix realcar les
seves vores, obtenim un resultat més artificial, quasi pareix un
dibuix.

Fig. 7. A l'esquerra tenim dos emborronaments de I'imatge original, i a la
dreta tenim la imatge després de 40 iteracions amb k = 0.025.
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V. CONCLUSIONS

L.a poca quantitat d’equacions diferencials que tenen solucié
analitica ha fet que els matematics comencessin a desenvolupar
eines per a obtenir una aproximacié numéerica d’aquestes
ja en el segle XVIII: Leonhard Euler (1707-1783) inventa
el primer métode per resoldre’n, &poca en que era im-
pensable I'existéncia d’unes maquines que ens poguessin
executar aquests metodes amb rapidesa. Ara que ja tenim
una maquinaria suficientment potent, els matematics, i no
matematics, s’han donat compte de la poténcia de la resolucio
numerica d’equacions diferencials. No només pel tractat en
aquest article, sin6 en innombrables escenaris com poden ser el
calcul de la trajectoria de satel-lits, modelatge del creixement
d’una poblacié o de la oferta i demanda d’un producte, etc.
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